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Section : MATHÉMATIQUES 


DEUXIÈME ÉPREUVE DE MATHÉMATIQUES 


Durée : 6 heures 


Calculatrice électronique de poche — y compris programmable, alphanumérique 
ou à écran graphique -, à fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée 
conformément à la circulaire n°99-186 du 16 novembre 1999. 


L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre 
matériel électronique est rigoureusement interdit. 


Dans le cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être une erreur d'énonceé, il (elle) le signale très 
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l'épreuve en conséquence. 

De même, si cela vous conduit à formuler une ou plusieurs hypothèses, il vous est demandé de la (ou les) 
mentionner explicitement. 


NB : Hormis l'en-tête détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, 
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé 
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de 
signer ou de l'identifier. 
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Introduction et notations 


Dans ce problème, on note N l’ensemble des nombres entiers, R le corps des nombres réels. 
On dit qu’un endomorphisme T d’un espace vectoriel est nilpotent s’il existe un nombre entier s > 0 
tel que T° = 0. 
: Si f est une fonction de classe C®© de la variable réelle z et n un entier > 0,on note fl” ou 
PS la dérivée n-ième de la fonction f. 
Si g est une fonction de classe C®© de la variable x = (x1,...,x,) définie dans une partie ouverte 


Ô Lu | : | 
de R7, on note TT ja dérivée partielle de g par rapport à la variable x; , pour 1<i<n. 


? 
Pour des entiers p et n tels que 0 < p < nr, on définit les coefficients binomiaux par 


n n! n(n—1)...(n—-p+1) . : 
Cr) a pour Ü<p<n, Dieter 


L'un des objets de ce problème est la démonstration et l'application de la formule de réversion de 
Lagrange qui permet de calculer, dans certains cas, la dérivée n-ième d’une fonction réciproque. 


On étudie d’abord la suite (un)n>1 dont le terme général est l’unique solution 2 0 de l'équation 
(Eh) at+attlh...+z-1=0. 


Dans un premier temps, on établit directement une expression explicite de #, comme somme d’une série 
convergente (parties I et IT). 
On établit ensuite la formule de réversion de Lagrange (partie III). 


On applique enfin cette formule pour obtenir une autre démonstration de l’expression de uw, (partie IV). 


On rappelle les résultats suivants qui pourront être utilisés sans démonstration : 


A) Lorsque l’entier n tend vers +, on a l’équivalence (formule de Stirling) : 


nm 


nl ne” 27n. 


B) Pour tout entier q > 1, la série entière 
ln — ] 
n 
n 2>0 
a un rayon de convergence égal à 1 et, pour —1 < x < 1, sa somme est égale à 1/(1+zx)1. 


C) Le théorème des fonctions implicites pour une fonction F de classe C®©, définie sur R°, peut 
s’énoncer ainsi : 


On suppose qu'en un point (xp,Yo,zo) de R°,ona 


OF 
F(xo:Yo; 20) = 0 et 2, (20:40, 20) # 0. 


Il existe alors un voisinage ouvert U de (r0,%o) dans R°, un voisinage ouvert V de z dans R et 


une fonction w : U — V caractérisée par la condition 


V(z,y)EU, VzEeV, (F(z,y,z) =0 <= 2 = p(z,y)). 


La fonction w est de classe C®© sur U et pour tout point (a,b) de U,ona 


F(a,b,y(a,b)) = 0, 


ainsi que les relations 


Op Æ (a, b, p(a, b)) Op Se (a, b, p(a, b)) 
Aie EEE es RE. 
0x 5z (a b, p(a, b)) y 52 (4, p(a, b)) 
On dit que la fonction $ est définie implicitement sur U par la relation F(x,y,z) = 0. 
OC O0 
D) Soit (an,k)(n,keNxN une suite double de nombres réels. Si la somme ÿ (5 ane) est finie, alors 
n—=0 k=0 
les trois expressions 
O0 OO OO OO OO 
D(Damx), D(Dau), DC D ana). 
n=0 k=0 k=0 n=0 g=0 n+k=q 
[ee] [e, ©) 
ont un sens et sont égales. Leur valeur commune est notée ÿ >. An k : 
n=0 k=0 


E) Soit R un nombre réel > 0. Si les fonctions f et g sont sommes de séries entières convergentes 
dans l'intervalle | —R,R|, leur somme f +g et leur produit fg sont aussi sommes de séries entières 


convergentes dans le même intervalle. 


I . La suite (u,) 
1) Démontrer, pour tout entier n > 1, l’existence d’une unique solution réelle > 0 de l’équation 
(Eh) ++... +e—1—=0. 


Cette solution est notée u, . Démontrer que l’on a 0 < un < 1. 
2) Démontrer que la suite (ux)1>1 est strictement décroissante. 


3) Démontrer que, pour tout entier n>1,ona 
UT un +1 = 0. 


4) a) Calculer u2. 


b) Démontrer que la suite (ur)1>1 tend vers 


Wir 


ee 
9) Pour n > 1,on pose En = Un — 5: Démontrer que ne, tend vers 0 lorsque nr tend vers +co. 


6) En déduire, à l’aide de la question (1.3), le développement asymptotique suivant de w,, pour n 


+ 
no Ty on T°): 


7) a) Déterminer le plus petit entier s > 1 pour lequel on a 


tendant vers +oo : 


l 
O<u-5<107. 
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1. 


, | 1 1 . 
Pour cela, on pourra déterminer, avec une calculatrice, le signe de f}h 6 + —— | pour n =2,3,...,où 


2 100 


fn est la fonction définie par 


fn(z)=2" +24... Le 1. 


b) Écrire en français une procédure qui, pour un entier p > 1 donné, permet de déterminer le plus 
petit entier s pour lequel on a 


O<u;—-<10 ?. 


Wir 


On pourra utiliser les fonctions g, définies par 
ÿn(z) = (x —1) fn(z). 
8) On se propose de démontrer l’inégalité suivante, valable pour tout entier n 2 1 : 


(1) Un 


a) En utilisant la fonction gr définie dans la question (1.7), démontrer que l'inégalité (1) est 


équivalente à l'inégalité suivante : 


b) Pour x > 0, on pose 


dbz) = (x +1)In(x +1) - zin(xz) — (x +1)In(2). 


Étudier la variation de la fonction # et en déduire l'inégalité (2). 


: 1 
9) a) Démontrer l'inégalité 5 <U< 


b) En déduire que l’on a, pour tout entier n > 4, l'inégalité 


Un 


2(1—u») n+l 


IT . Expression de w, comme somme d’une série 


Dans cette partie, on se propose d'établir, lorsque l’entier p est assez grand, l’expression suivante de 


up Comme somme d'une série convergente : 


- 1 n(p +1) 


Dir 


(T?) Up 


1) Soit p un entier > 1. On note S, la série entière définie par 


ROEDDE vas p”. 


a) Démontrer que le rayon de convergence p, de la série entière S, est donné par 


1 
Fo Gp+iptt 


b) Démontrer que, pour p > 2, la série du second membre de la relation (T,) est convergente. [On 


utilisera la question (I.8).] 


2) a) Démontrer, par récurrence sur l’entier n > 1, l'égalité 


5 1 2k \ _1 2An+2) f2n+1) 
— kR22k+1 \k-1) 2 (n+1)22r+3 n | 
b) En déduire la relation (T1). 


3) On a admis dans les Préliminaires que, pour tout entier q > 1, la série entière 


ÿ (1° LR : ) x" 
n 2>0 


a un rayon de convergence égal à 1, et que, pour x €] —1,1[, sa somme est égale à 1/(1+zx)1. 


En déduire, pour n>1, p>1let mel]-—-1,1|, l'égalité 


n 


T _— n(p+l)+k-1\ , 
(1+z)r(w+1) — D Cut ( À }2 Le 


4) Pour p 2 1, on pose 


ENT RE 
Vp = 2Up L: 


a) Démontrer que l’on a 
Up _. 
(1 + Up )P+1 a 9p+1 


b) Déduire de ce qui précède que l’on a, pour p 22 et n >1, l'égalité 


1 $ afnP+D+Ek—-I\ vx 
TER en) A ( k }v; 


k=0 


5) Dans toute la fin de cette deuxième partie, on fixe l’entier p > 4, et on pose 


(-1} (PE DHEA) (ntp + D 


Gi 
dé On k n — 1 P 


a) Démontrer la relation 


ee 


| 1 n(p +1 _ Es 
(U;) 2 Tontpii)ri ( 4 : ) = ÿ D ss) 


n= 


b) Démontrer que, pour tout n > 1, la série ) lan,k| est convergente et déterminer sa somme. 


k>0 
OO 


CO 
c) En utilisant les questions (1.9) et (IL.1), démontrer que la série ÿ D mal) est convergente. 
n=1l \k=0 


Tournez la page S.V.P. 


ne 


6) Soient g un entier >2 et R,-1[X] le R-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels dont le 
degré est < g—1. On note A, l’application qui, à un polynôme P(X) de degré < g—1, associe le 
polynôme P(X+1)—P(X). 

a) Démontrer que À, est un endomorphisme nilpotent de R,_:1[X]. 


b) En déduire que, si P est un polynôme de degré £g—-1,ona 


q 
J— 


(—-1)1- (1) P(X + j) = 0. 


0 


Lux d 


f) a) Soit toujours g unentier > 2. En utilisant la question précédente, démontrer que la somme ÿa,,4 
étendue aux indices (n.k) tels que nr 21, k2>0 et n+k=gqg+1,est nulle. 
b) En déduire la relation (T,) pour p >4. 


8) On fixe toujours l’entier p > 4. Pour tout entier n > 1, on pose 


 — 1 n(p + 1) 
VTT Aon(p+1)+1 | n—1 J° 


a) Démontrer l'existence d’un nombre réel y, appartenant à l'intervalle ]0,1| tel que l’on ait 


ÀÂn+t1  HpAn lorsque n tend vers +00. 


b) Démontrer que la série Ù Àn est convergente et que son reste 


n>1l 
| — 1 k(p + 1) 
Ry(n) = ke 2k(p+1)+1 ( VAR ) 
k=n+]1 
satisfait à l'équivalence R,(n) — 22 ÀÂn lorsque n tend vers +00. 
— Hp 


III . Réversion de Lagrange 


Dans cette partie f et ®& désignent deux fonctions de classe C®© définies sur R et à valeurs réelles. 
Pour x, t et yER , on pose 
F(z,t,y) =t—-y+z (y). 


1) a) En utilisant les rappels du Préliminaire, démontrer qu’il existe un voisinage U de (0,0) dans R? 
et une fonction 6 : U —R de classe C®, telle que w(0,0) =0 ,et F(x,t,ç(x,t)) =0 pour (x,t) e U. 
b) Démontrer que l’on a dans U l'égalité 

SR PPT 
5 Por 
2) On définit la fonction w dans Ü par u = fo. 


a) Vérifier que la fonction uw est de classe C® et satisfait à l'égalité 


Ou | Ou 
3x — (So) vis 


b) Plus généralement, démontrer, par récurrence sur l’entier n > 1, que l’on a 


Ou gr 1 \n du 
Dee miles) 


c) En déduire que l’on a, pour tout entier n > 1 et pour (0,t) € U, l'égalité 


Ou ” —— 
aan (Dt)= nr (SE) F ()). 


3) Soit g:R —R une fonction de classe C® telle que g(0) = 0 et g'(0) Z 0. 


a) Justifier que l’on peut définir une fonction & dans un voisinage de 0 dans R par 


o(s) = 0) si s% 0, 
_ 1 
Sr TO) 


b) Démontrer que la fonction o& est de classe Cl au voisinage de O0. 


c) Plus précisément, démontrer que la fonction o est de classe C® au voisinage de 0 dans R. [Pour 


1 
cela, on pourra calculer et utiliser l’intégrale | g'(st) dt 
) 


4) Dans la fin de cette partie du problème, on conserve la fonction g de la question (III.3). Expliquer 
l'existence d’un intervalle J, voisinage de 0 dans R , et d’une fonction À, de classe C® sur g(J), qui 


soit réciproque de la restriction g|[J. 


5) Les résultats des questions (III.1) et (II[.2) restent valables lorsque la fonction ® n’est définie que 
dans un voisinage de 0 dans R car d'emblée on n’a utilisé que des propriétés locales de la fonction ®. 
On pourra utiliser ces résultats dans ce cadre plus étendu. 

Dans cette question, on prend pour fonction f la fonction identique (caractérisée par f(x) = x) et 


pour fonction ® la fonction & définie dans la question (IIL.3). 


a) Démontrer que l’on a alors w(x,0) = h(x) pour x voisin de O0, 


| | d'h d®—1 og" 
b) Démontrer que, pour tout entier n > 1, les fonctions —— et Lu. 


dx” dtr-1 


prennent la même valeur 
au point 0, c'est-à-dire 

d'h dr (on) 

(0) = (0). 

dx" dtr—1 


Cette relation constitue la formule de réversion de Lagrange. 


6) Plus généralement, démontrer, pour tout entier n > 1 et pour toute fonction f de classe C® sur 
R , la relation 
d'(foh) 


dx" 


di otf'). 
(0) = D (0). 
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_g— 


IV . Application à la suite (u,) 


1) Pour p>1let zEeR, x # —-1,on pose 


Tp(Z) = > _ 


(LE z)pH1 


Rappelons que p, désigne le rayon de convergence de la série entière S, calculé dans la question (IL.1). 


/ . / . / . . 1 s. 
Démontrer que la fonction T7, réalise un homéomorphisme de l'intervalle Lo. =| sur l'intervalle 
P 
1 
[0,2] , et un difféomorphisme de classe C® de l'intervalle Lo, = | sur l'intervalle [0,p,{, 
P 


2) Pour p>1, on note w, : [0,p,] — R la fonction réciproque de la restriction de la fonction 7, à 

CE 1 / « (] . / . 

l’intervalle [0, = | . Démontrer, à l’aide de la formule de réversion de Lagrange, que l’on a, pour tout 
 P 


entier n >]1, 


OP an | 


n! on n — 1 


3) Soit ÿ än une série à termes > 0. On suppose qu'il existe un nombre réel a > 1 tel que l’on ait 
n>1 


n 1 
+ Pia x 


An 


On se propose de démontrer que la série ) än est convergente. Pour cela, on choisit un nombre réel B 
n>1 
tel que 1 < B< a , et on considère la série de terme général b, = 1/n°. 


a) Dire pourquoi la série Ù b, est convergente. 
n>1 


b) En déduire que la série ) an est convergente, 
n>1 


4) On a introduit dans la question (II.1) la série entière S, définie par 
1 fn(p+1)\ 
OS AFS ES 
et on a calculé son rayon de convergence p,. 
Démontrer que cette série entière est convergente sur tout l'intervalle [—p,.p]. 
5) On se propose de démontrer l'égalité w, — 2$S, sur l'intervalle [0, p,]. 
a) Démontrer que les fonctions z + 2S,(x) —-z(1+2S,(x)}tl et zh w,(x) -x(1+w,(x)}PTt 
ont mêmes développements limités à tous ordres, au voisinage de 0. 
b) En déduire que, pour tout z € [0,p,],on a 2S,(x) -æ(1+2S,(x)}ti = 0. 
c) En déduire que l’on a w, = 25, sur l'intervalle [0,p,]. 
| | | a 
6) a) Vérifier que le nombre réel v, défini dans la question (II.4) appartient à l'intervalle Lo, = | pour 
P 
p2 1. 
b) Déduire de ce qui précède une autre démonstration, pour p > 1, de la relation 


| Z 1 n(p + 1) 
Ca) ss ml) 


WIH 


de la partie IT de l’énoncé. 
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